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Abstrak

Graf prisma C,, X P, dengan n = 3 adalah graf hasil kali kartesian graf lingkaran C,, dengan n
simpul dan graf lintasan P, dengan 2 simpul. Tujuan penelitian ini adalah mendapatkan sifat-sifat
polinomial karakteristik dan spektrum dari graf prisma C,, X P,. Metode penelitian yang digunakan
terdiri dari beberapa tahapan antara lain studi literatur, analisis data, dan verifikasi hasil
penelitian. Hasil dari penelitan ini sebagai berikut. Koefisien-koefisien polinomial karakteristik dari
graf prisma C,, X P, yaitu y(C, X P,,A) = A" + ¢; A"t + ¢, A" 2 + --- + ¢,, memenuhi ¢; = 0 dan
—c, = E(C, X P,) adalah banyaknya busur pada graf prisma C, x P,. Nilai eigen dari graf
prisma C, x P, adalah 1 = 3 dengan multiplisitasnya adalah 1. Dibagian akhir juga diberikan
spektrum pada beberapa kelas graf prisma C,, X P, untuk n = 3,4,5 dan 6.

Kata Kunci: graf prisma, nilai eigen, polinomial karakteristik, spektrum graf

1. PENDAHULUAN

Graf G selain dinyatakan dalam bentuk gambar simpul dan busur juga
dapat dinyatakan dalam bentuk matriks, salah satunya adalah matriks
adjacency. Matriks adjacency dari graf G dinotasikan dengan A(G) adalah
matriks berukuran n x n, n = |V (G)| yang entri-entrinya merepresentasikan
ada tidaknya busur yang menghubungkan dua simpul dengan

1, jika v; dan v; bertetangga
by {O,jika v; dan v; tidak bertetangga
untuk i,j = 1,2,3, ..., n, dimana baris i dan kolom j merepresentasikan simpul
pada graf G (West, 2001).

Polinomial karakteristik dari graf G adalah x(G, 1) = det(Al — A(G)),
dengan A adalah nilai eigen dari matriks adjacency A yang memenuhi Av = Av
dengan v adalah vektor eigen yang tak nol. Nilai eigen matriks adjacency A(G)
merupakan akar-akar dari A, 4,, 43, ...,4, yang didapatkan dari persamaan
karakteristik x(G, 1) = det(Al — A(G)) = [T~,(A — A;) = 0 (Harary, 1996).
Misalkan graf G mempunyai nilai eigen yang berbeda-beda yaitu 4, > A, >
-+ > 2, 1 dengan multiplisitas masing-masing m(4,),m (1;), ..., m(A4_1 )
maka spektrum dari graf G adalah

/11 /12 /1q—1 .

Spec(G) = <m(/11) m(ly) . m(lq_1)> (Biggs, 1993).

Biggs (1993) telah menunjukan spektrum dari beberapa kelas graf
diantaranya graf lingkaran C,,. Fahcruddin (2009) mendapatkan spektrum graf
star S, dan graf bipartisi komplit K,,,. Selvia, dkk (2015) mendapatkan
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spektrum graf lengkap K,. Andrari (2017) mendapatkan polinomial
karakteristik pada graf kincir angin berarah. Respitawulan (2017) mendapatkan
sifat-sifat nilai eigen graf k-reguler tak terhubung. Pada penelitian ini peneliti
tertarik untuk mendapatkan polinomial karakteristik dan spektrum dari dari graf
prisma C,, X P, yang merupakan graf sederhana dan terhubung.

Graf prisma C,, X P, dengan n > 3 adalah graf reguler berderajat 3 yang
diperoleh dari hasil kali kartesian graf lingkaran C,, dengan n simpul dan graf
lintasan P, dengan 2 simpul (Sugeng & Silaban, 2014). Pada penelitian ini akan
diberikan sifat-sifat dari polinomial karakteristik dari graf prisma C, X P,
dengan n > 3, nilai eigen dari graf prisma C,, X P, dengan n > 3 dan spektrum
C, X P, dengan n = 3,4,5, dan 6.

2. METODE PENELITIAN

Metode penelitian yang digunakan terdiri dari beberapa tahapan antara
lain. Tahapan studi literatur yaitu mengumpulkan referensi yang berkaitan
dengan topik penelitian yaitu polinomial karakteristik dari graf, sehingga
diperolah tujuan dari penelitian ini yaitu mendapatkan polinomial karakteristik
dari graf prisma beserta spektrumnya. Tahapan analisis data berupa analisis
pada kelas graf prisma yang sederhana untuk mendapatkan sifat-sifat yang lebih
umum yang dinyatakan dalam bentuk teorema. Tahapan verifikasi hasil yaitu
melakukan pembuktian teorema yang diperoleh dengan menggunakan metode
pembuktian matematika yang tepat.

3. HASIL PENELITIAN DAN PEMBAHASAN

Hasil penelitian dan pembahasan pada penelitian ini berupa sifat-sifat
polinomial karakteristik dari graf prisma C, X P, dengan n >3 vyang
dinyatakan dalam bentuk teorema disertai dengan pembuktiannya.

Misalkan A(C,, x P,) adalah matriks adjacency dari graf prisma C,, X P,
dimana A(C, X P,) = [a;;], dengan

1, jika v; dan v; bertetangga
%j { 0, jika v; dan v; tidak bertetangga
maka polinomial karakteristik dari graf prisma C,, X P,, sebagai berikut:
x(C, X Py, 1) = det(A(C5 x Py) — AI)
= A2+ A2 4 AP T2 AP et oy

Teorema 1. Koefisien-koefisien polinomial karakteristik dari graf prisma
C, X P, dengan n > 3 yaitu
X(Cp X Py, ) = 22 4 ¢ AP 4 22772 4 A2 3 vt ¢y
memenuhi:
i C1= 0
ii. —c, = E(C, X P,) adalah banyaknya busur graf prisma C, X P,
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Bukti :

i. Karena graf prisma C,, X P, adalah graf sederhana maka semua entri
diagonal utama dari matriks adjacency A(C,, x P,) bernilai nol.
Akibatnya semua submatriks utama yang berukuran 1 x 1 dari matriks
adjacency A(C,, x P,) berupa matriks nol sehingga jumlah determinan
semua submatriks utama berukuran 1 x 1 dari matriks adjacency
A(C, X P,) tersebut bernilai nol. Sehingga diperoleh ¢; =
—E1(A(C, X Py)) = 0;

ii. Submatriks utama yang berukuran 2 x 2 dari matriks adjacency

A(C,, X P,) hanya berbentuk (0 0) atau (0 1).

0 0 1 0
Misalkan submatriks utama (8 8) ada sebanyak x dan ((1) (1)) ada

sebanyak y, diperoleh
¢s = —E5(A(C, X P)) =x|8 o]+ (1)| =x.0+y.—1=—y

Lebih lanjut submatriks utama (1 0

pasangan simpul yang bertetangga yakni sebuah busur dari graf prisma
C, X P,, sehingga banyaknya busur y pada graf prisma C,, X P, adalah
E(CaxP) =—c,=—(=y) =y

) merupakan representasi dari

Berikut diberikan nilai eigen dan multiplisitas dari graf prisma C, X P,
dengan n > 3 yang dinyatakan dalam Teorema 2.

Teorema 2. Misalkan C,, X P, adalah graf prisma dengan n > 3, maka
i. Nilai eigen dari C,, X P, adalah 1 = 3;
ii. Multiplisitas dari A = 3 adalah 1;

Bukti :

1
1
i. Pilih vektoreigenv =] 1 |,

1
karena graf prisma C,, X P, adalah graf reguler berderajat 3, maka setiap
baris dari matriks adjacency A(C, X P,) mempunyai 3 buah entri

A(C, xP)v=AC,xP)|1|=[3]|=3]|1

HRRY

jadi A = 3 adalah nilai eigen dari graf prisma C,, X P5;
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ii. Karena graf prisma C,, X P, dengan n > 3 adalah graf terhubung, maka
nilai eigen 3 mempunyai dimensi 1. Sehingga multiplisitas dari 4 = 3
adalah 1;

Berikut diberikan spektrum matriks adjacency pada graf prisma C,, X P,
dengan n = 3,4,5, dan 6.
= Spektrum Graf Prisma C3 X P,
Berikut diberikan graf prisma C3 X P, pada Gambar 1.

- O O

A(C3 x P,) =

Y = N = )
coom
_m o oo
O R O R

Gambar 1. Graf Prisma C; X P,
Matriks adjacency graf prisma C3 X P, adalah
01 1 1 0
1
1
1
Biiie )
0 0 1 1 0
Polinomial karakteristik graf prisma C3 X P, adalah
x(C3 x Py, 1) = det(A(C5 X P,) — Al)
-1 1 1 1 0 0
1 -1 1 0 1 0
_ 1 1 -1 0 0 1 1_ 2 3 4 6
= det 1 0 0 -1 1 1 =12A* —42° - 9A* + 1
\ 0 1 0 1 -1 1 /
0 0 1 1 1 -1
Sehingga spektrum graf prisma C3 x P, adalah
-2 0 13
Spec(C3; X P,) = ( P 1)
dengan nilai eigen graf prisma C5; x P, adalah {-2,-2,1,0,0,3}
dan vektor eigen graf prisma C3; X P, adalah

1 N =1\ —1n -1 1
o\ [{=1\/=1\{ o0 1 1
1 lo|l=1]]1 0 1
B 1Y I 1 B Y i Y el AL
0 1 1 0 1 1
1 0 1 1 0 1

= Spektrum Graf Prisma C4 X P,
Berikut diberikan graf prisma C, x P, pada Gambar 2
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Gambar 2. Graf Prisma C4 X P,
af prisma C, x P, adalah

=

Matriks adjacency g

0101100 0
1010010 0
01010010
1010000 1

ACxP)=|1 0 0 00 1 0 1
01001010
0010010 1
00011010

Polinomial karakteristik graf prisma C, X P, adalah

-1 1 0 1 1 0 0 0

1 -4 1 0 0 1 0 0

0 1 -1 1 0 0 1 0

— det 1 0 1 -1 0 0 0 1
1 0 0 0o -1 1 0 1

0 1 0 0 1 -1 1 0

0 O 1 0 0 1 -1 1

0 0 0 1 1 0 1 -1
=9 —28A% +30A* — 1226 + 28
Sehingga spektrum graf prisma C4 X P, adalah

-3 -1 1 3
Spec(Cy X P,) = ( 1 3 3 1)

dengan nilai eigen graf prisma C, X P, adalah {-3,-1,-1,-1,1,1,1,3}
dan vektor eigen graf prisma C, X P, adalah

1 0 1 0 0N ,~1\ /0 1
—1\ [ 1 0 0\ [=1\/o0 0 1
1Tl =1][=1l{=2][=1]]1]]=1 1
“111] 0 0 1 0 0 ||-1 1
BT ) IV 1) IV Y e Y B Y e Y B ol B
1 0 0 1 0 0 1 1
1/ \ o 1 0 0 1 0 1
1 1 0 0 1 0 0 1

= Spektrum Graf Prisma Cs X P,
Berikut diberikan graf prisma Cs x P, pada Gambar 3.
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Gambar 3. Graf Prisma Cs5 X P,
Matriks adjacency graf prisma Cs X P, adalah

01 0 01 1 0 0 0O
1 010 0 01 0 O0 O
01 01 0 0 01 0O
0O 01 01 0 0 0 1 O0
1 0 01 0 0 0 0 0 1
AGsxP)=17 090000100 1
01 0 0 0 1 0 1 0O
0O 01 00 01 0 1O0
0O 001 00 0 1 01
0O 0001 1 0 010
Polinomial karakteristik graf prisma Cs x P, adalah
x(Cs x Py, 1) = det(A(Cs X P,) — Al)
-1 1 0 0 1 1 0 0 0 0
1 -1 1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 -1 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 -1 1 0 0 0 1 0
— det 1 0 0 1 -1 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0o -1 1 0 0 1
0 1 0 0 0 1 -1 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 -1 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1 -1 1
0 0 0 39 1 1 0 0 1 -2

=3 4 201 + 3542 — 2043 — 851* — 42°> + 651° — 1518 + 710
Sehingga spektrum graf prisma Cs x P, adalah
Spec(Cs X P,)

:(—3 —%(3+\/§) —%(3—\/5)%(1—\/3) %(1+\/§) 3)

12 2 2 2 1
dengan nilai eigen graf prisma Cs x P, adalah

3,3(-3-5) 3(-3-V8) 3 (145) 5 (1+5).1
2 (1=V5)5(1 =55 (~3+15),5 (-3 +5)
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dan vektor eigen graf prisma Cs X P, adalah

S S U T U W T W S

I I I I |
el e NN

-

%(1 +5)
1
5(—11— ¥5)

0
-1

(-1-45)
3(145)

1

0
1

H(-1-v5)
1
5(1++5)
-1

0
1

J(-1-v8) |
1
;(1+5)

-1

0

1

1

2(-1-45)

~1
~(1++5)
1
> (=1-+5)
1

0
-1

>(1+5)
2(-1-+5)

1
0

= Spektrum Graf Prisma C¢ X P,
Berikut diberikan graf prisma Cg X P, pada Gambar 4

2(-1+5)
3(1-5)

~1

0

1
2(-1+5)
3(1-15)

-1

0

1
~(1-+5)
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1

0

-1
2(-1++5)
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Gambar 4. Graf Prisma C¢ X P,
Matriks adjacency graf prisma C¢ X P, adalah

01 0001100000
1 01 000 01 0 O0O0OTUDO
01 01 0O0O0O0OT1TO0TG0FO
0 0101 00O0O0T1TUO0TO0O
0 001 01 0 O0O0O0OT1TFPWO
1 0 0 01 0 0 O O O0 O0 1
AGexP)=17 9000001000 1
01 0 0 0 01 O01O0O00O0
o 01 00 0 O0T1TUO0T1TUO0TUDO0
o 0 o1 0 0O0O0OT1TTGO0T1TSF@O0
O 00 o1 00 O0O0T1O01
o 0o 0o 0110 O0O01T0O0
Polinomial karakteristik graf prisma C, x P, adalah
x(Co X Py, ) = det(A(Cy X P,) — AI)
-1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0
1 -1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 1 -1 1 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 -1 1 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 -1 1 0 0 0 0 1 0
— det 1 0 0 0 1 -1 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0o -1 1 0 0 0 1
0 1 0 0 0 0 1 -1 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 1 -1 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 1 -1 1 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 -1 1
0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 -2

= 1442* — 2322° + 10518 — 1810 + 712
Sehingga spektrum graf prisma C4 x P, adalah

2322 101 2 3
Spec(c6xp2):(1 2 1 4 1 2 1)

dengan nilai eigen graf prisma C4 X P, adalah
{-3,3,-2,-2,2,2,-1,1,0,0,0,0}
dan vektor eigen graf prisma C, X P, adalah
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1\ A\ /1 1 1\ -1\ /-1
“1\ {1\ [o\[-1)\[o) [-1)\[1
1| (2] [-2|]o|]|-1]|]o0]|][|-1
“1| 1] 1 1| [-1]] 1 1
1| [1]]o|]|=1]]o 1 || -1
“1||1|]|-1|] o 1 0 1
1|11 p|=1l| 2 | f-2]|-1)
1| [1]] o 1 o ||-1]]1
—1||1]] 1 o ||-1]]o0|]-1
1t -1 =1l]-1]]1 1
—1)\1/\ o 1 0 1]\ -1
1/ \/ \1 0 1 0 1
1\ /0 0 1 0

1\ [ 0 1 0 0

“1] |1 0 0 0
“1{lo||-1]|] 0 -1
“1||-1]] o0 |]|-1 0

~“1{| o 0 0 1

1 || o|/|=1]|] o [da] 1

1| |=1]] o0 |]-1 0

1 0 0 0 1

1 0 0 1 0

1 0 1 0 0

1 1 0 0 0

4. SIMPULAN

Berdasarkan hasil penelitian dan pembahasan diperoleh hasil bahwa.
Koefisien-koefisien polinomial karakteristik dari graf prisma C,, X P, dengan
n = 3vyaitu y(C, X Py, A1) = A" 4+ ;A" + ¢, 2 + -+ + ¢, memenuhi ¢, =
0 dan —c, = E(C,, X P,) adalah banyaknya busur pada graf prisma C,, X P,.
Nilai eigen dari graf prisma C, x P, adalah 2 = 3 dengan multiplisitasnya
adalah 1. Disisi yang lain juga diperoleh spektrum matriks adjacency dari graf
prisma C, X P, untukn = 3,4,5 dan 6.
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