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Abstrak

Graf G = (V(G),E(G)) dengan V(G) adalah himpunan simpul dan E(G) adalah himpunan
busur disebut sebagai grafG(p, () jika memiliki p = [\/(G)'simpul danq = |E(G) busur.
Graf G(p,q) disebut sebagai graf harmonis ganjil jika terdapat fungsi
f :V(G)—) {0,1,2,...,2q —1} yang bersifat injektif sedemikian sehingga menginduksi suatu
fungsi f : E(G)—) {1,3,5,...,2q —1} yang bersifat bijektif, yang didefinisikan oleh
f*(uv) = f(u)+ f(v) dan fungsi f disebut sebagai fungsi pelabelan harmonis ganjil dari graf
G(p,q) . Graf ular kC, dengan k >1 adalah graf terhubung dengan K blok yang memiliki
titik potong blok berupa lintasan dan setiap k blok isomorfik dengan graf lingkaran C,. Graf
kC, ukC, dengan K > ladalah gabungan dua graf ular kC, dengan K > 1. Graf lingkaran
berlipat C4(r) dengan I'>1 adalah graf yang dibentuk dari graf lingkaran C, dengan
himpunan simpul {uo WV, Yy, ul} dengan menambahkan simpul baru
\Nj,\/\é,...,vvi,wf,sz,...,wfyang terhubung dengan simpul U, dan u,.Graf ular berlipat
kC4(r) dengan k >1 dan r>1 adalah graf terhubung dengan K blok yang memiliki titik
potong blok berupa lintasan dan setiap k blok isomorfik dengan graf lingkaran berlipat C4(r)
dengan I >1. Pada makalah ini akan diberikan pelabelan harmonis ganjil pada gabungan graf
ular kC, UkC, dengan k >1dan graf ular berlipat kC4(r) dengan k>1 dan r=>1
sedemikian sehingga gabungan graf ular KC, UKC, dengan k >1dan graf ular berlipat
kC, (r) dengan k >1 dan r >1adalah graf harmonis ganjil.

Kata Kunci: gabungan graf ular;graf ular berlipat; pelabelan harmonis ganjil; graf harmonis
ganjil.

1. PENDAHULUAN

Teori graf merupakan salah satu cabang ilmu matematika yang
berkembang sangat pesat baik dalam teori maupun aplikasi. Diantara sekian
banyaknya topik penelitian teori graf terdapat topik penelitian tentang
pelabelan graf yang diperkenalkan oleh Sedlacek pada tahun 1963. Sampai
tahun 2015 telah ditemukan banyak hasil riset dari pelabelan graf yang
dikumpulkan serta diperbaharui secara teratur oleh Gallian. Dari sisi aplikasi
pelabelan graf dapat diaplikasikan dalam berbagai bidang keilmuan
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diantaranya teori koding, radar, astronomi, desain sirkuit, manajemen data
base dan kriptografi (Gallian, 2015).

Pelabelan harmonis ganjil diperkenalkan pertama kali oleh Liang dan
Bai pada tahun 2009. Pada makalah ini pembahasan dibatasi untuk graf

sederhana, berhingga dan tidak berarah. Graf G = (V(G),E(G))dengan V(G)
adalah himpunan simpul dan E(G) adalah himpunan busur disebut sebagai
grafG(p,q) jika memiliki p=N(G)simpul dang=|E(G) busur. Graf
G(p,q) disebut sebagai graf harmonis ganjil jika terdapat fungsi
f:V(G)—>{012..,2q-1} vyang bersifat injektif sedemikian sehingga
menginduksi suatu fungsi f":E(G)— {135,...2q -1} yang bersifat bijektif,
yang didefinisikan oleh f"(uv)= f(u)+ f(v) dan fungsi f disebut sebagai
fungsi pelabelan harmonis ganjil dari graf G(p,q) (Liang dan Bai, 2009).

Liang dan Bai (2009) telah menunjukkan sifat-sifat graf yang
mempunyai pelabelan harmonis ganjil diantaranya jika G adalah graf
harmonis ganjil maka G adalah graf bipartit dan jika graf G(p,q) adalah graf

harmonis ganjil maka 2\/6 < p <2g-1.Dalam makalah yang samaLiang dan
Bai (2009) juga telah membuktikan bahwa graf lingkaran C, adalah graf
harmonis ganjil jika dan hanya jika n=0(mod4), graf komplit K, adalah
graf harmonis ganjil jika dan hanya jika n=2, graf komplit k-partit
K(n,,n,...,n,) adalah graf harmonis ganjil jika dan hanya jika k =2, graf
kincir angin K| adalah graf harmonis ganjil jika dan hanya jika n=2.

Vaidya dan Shah (2011) membuktikan bahwa graf shadow dan graf
split dari graf lintasan P, dan graf bintang K,  adalah graf harmonis ganjil.
Saputri, Sugeng dan Froncek (2013) membuktikan bahwa graf dumbel
D, N =k =0(mod4)dan n=k =2(mod4) dan graf C,OK,,n=0(mod4)
adalah graf harmonis ganjil, graf C, x P, adalah graf harmonis ganjil jika dan
hanya jika n=0(mod4). Abdel-Aal (2014) membuktikan bahwa graf yang
dibentuk dari dua copy graf lingkaran C, genap dengan satu busur
persekutuan, dua copy graf lingkaran C_,n EO(mod4) dengan satu simpul
persekutuan adalah graf harmonis ganjil. Firmansah dan Sugeng (2015)
membuktikan bahwa graf kincir angin belanda C{ dengan k>1 dan
gabungan graf kincir angin belanda C' UC dengan k >1adalah graf
harmonis ganjil.

Alyani, Firmansah, Giyarti dan Sugeng (2013) membuktikan bahwa
graf ular kC,dengan k >1, graf ular kC,dengan k >1dan graf gelang C4+(1’k)

dengan k>1 adalah graf harmonis ganjil. Pada makalah ini penulis
melanjutkan penelitian tersebut untuk gabungan graf ular kC, UkC, dengan

k>1 dan graf ular berlipat kC,(r) dengan k>1 dan r>1 dan akan
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ditunjukan bahwa gabungan graf ular kC, UkC, dengan k >1dan graf ular
berlipat kC,(r)dengan k >1 dan r>1 memenuhi fungsi pelabelan harmonis
ganjil sedemikian sehingga gabungan graf ular kC, UkC, dengan k >1dan
graf ular berlipat kC4(r) dengan k >1 dan r >1adalah graf harmonis ganjil.

2. METODE PENELITIAN
Metode penelitian yang digunakan adalah studi literatur dengan
mempelajari makalah ilmiah dan buku-buku yang berkaitan dengan topik
penelitian. Selanjutnya hasil studi literatur tersebut digunakan sebagai
landasan teori untuk mendapatkan pelabelan harmonis ganjil pada gabungan
graf ular kC, UKC, dengan k >1dan graf ular berlipat kC,(r) dengan k >1
dan r >1Berikut diberikan langkah-langkah yang dilakukan.

1. Melakukan kajian dan analisauntuk memahami definisi pelabelan
harmonis ganjil beserta sifat-sifatnya.

2. Membuat definisi, notasi simpul dan kontruksi dari gabungan graf ular
kC, UKC, dengan k >1dan graf ular berlipat kC,(r) dengan k >1dan
r>1.

3. Mendefinisikanfungsi pelabelan simpul dan pelabelan busur pada
gabungan graf ular kC, UkC, dengan k >1dan graf ular berlipat kC4(r)
dengan k >1dan r>1,

4. Membuat teoremapelabelan harmonis ganjilpada gabungan graf ular
kC, UkC, dengan k >1dan graf ular berlipat kC,(r) dengan k >1dan
r>1.

5. Melakukan pembuktian teorema yang diperoleh secara matematis.

3. HASIL PENELITIAN DAN PEMBAHASAN
a. Definisi dan kontruksi dari gabungan graf ular
Berikut diberikan definisi dari graf ular kC, dengan k>1 dan

gabungan graf ular kC, ukC,dengan k >1. Selanjutnya didefinisikan
himpunan simpul dan himpunan busur dari graf ular kC, dengan k >1 dan
gabungan graf ular kC, UkC,dengan k >1.

Definisi 1. Graf ular kC, dengan k >1 adalah graf terhubung dengan k blok
yang memiliki titik potong blok (block-cut point) berupa lintasan dan setiap k
blok isomorfik dengan graf lingkaran C, (Gallian, 2015).

Definisi 2. Graf kC, UkC, dengan k >1adalah gabungan dua graf ular kC,
dengan k >1.

Notasi simpul dan kontruksi dari gabungan graf ular kC, UkC, dengan k >1
diberikan pada Gambar 1 sebagai berikut.
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Gambar 1. Notasi simpul dan kontruksi dari gabungan graf ular

kC, UkC,dengan k >1.

Berdasarkan notasi simpul dan kontruksi pada Gambar 1 didefinisikan
himpunan simpul dan himpunan busur dari gabungan graf ular kC, UkC,
dengan k >1ladalah

V(kC, ukC,)={uo<i<kjuiL<i<k, j=12|
u{xi|0<| k u{ 1<i<Kk, J_lz}dan
E(kC, UKC,)={uvl 0<i<k-1j=12jui/ul<i<k, j=12}
u{xiy({+l)|0§|sk—1, j =1,2} {yijxi|1sisk, j =1,2}.
b. Definisi dan kontruksi dari graf ular berlipat

Berikut diberikan definisi dari graf lingkaran berlipat C4(r) dengan
r>1 dan graf ular berlipat kC4(r) dengan k >1dan r>1. Selanjutnya
didefinisikan himpunan simpul dan himpunan busur dari graf lingkaran
berlipat C,(r) dengan r>1 dan graf ular berlipat kC,(r) dengan k >1dan
r>1.

Definisi 3. Graf lingkaran berlipat C,(r) dengan r>1 adalah graf yang
dibentuk dari graf lingkaran C,dengan himpunan simpul {u,,v,,V,,u, }
dengan menambahkan simpul baru w;,w,...,.w,w?,W>,...,w’yang terhubung
dengan simpul u,dan u;.

Definisi 4. Graf ular berlipat kC,(r) dengan k >1 dan r>1 adalah graf
terhubung dengan k blok yang memiliki titik potong blok berupa lintasan dan
setiap k blok isomorfik dengan graf lingkaran berlipat C4(r) dengan r >1.

Notasi simpul dan kontruksi dari graf lingkaran C,, graf lingkaran
berlipat C,(r) dengan r>1 dan graf ular berlipat kC,(r) dengan k >1 dan
r >1 diberikan pada Gambar 2 sebagai berikut.
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C, C4(r) KC4(r)
Gambar 2. Notasi simpul dan kontruksi dari graf lingkaran C,, graf lingkaran berlipat
C,(r)dengan r >1dan graf ular berlipat kC,(r) dengan k >1 dan r>1.
Berdasarkan notasi simpul dan kontruksi pada Gambar 2 didefinisikan
himpunan simpul dan himpunan busur dari graf ular berlipat kC4(r) dengan
k>1 dan r >1adalah
V(kC,(r)={ulo<i<kjuiip<i<k, j=12|
ulwiiL<i<kl<s<r,j=12fdan

E(kC,(r)={uviy0<i<k-1 j=12juliufi<i<k, j=12]

i+l
Uluwiijo<i<k-11<s<r, j=12}

u{w;’jui|l£ i<kl<s<r,j :1,2}.

c. Pelabelan harmonis ganjil pada gabungan graf ular
Berikut diberikan sifat yang menyatakan bahwa gabungan graf ular
kC, UkC, dengan k >1 adalah graf harmonis ganjil, selanjutnya diberikan

beberapa contoh untuk memperjelas sifat tersebut.

Teorema 1. Graf ularkC, dengan k >1ladalah graf harmonis ganjil (Alyani,
Firmansah, Giyarti dan Sugeng, 2013).

Teorema2.Gabungan graf ular kC, UkC, dengan k >1adalah graf
harmonis ganjil.
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Bukti. MisalkankC, UkC, adalah gabungan graf ular dengan k>1.
Himpunan simpul dan himpunan busur dari kC, UkC, dengan k >1adalah
V(kC, ukC,)={uo<i<kjuifL<i<k, j=12}
uxlo<i<kjulylL<i<k, j=12}dan
E(kC, UKC,)={uvly0<i<k-1 j=12jui/ul<i<k, j=12}
U ylal0<i<k-1j=12julyix[L<i<k, j=12].
maka p =NV (kC, UkC, =6k +2 dan q=|E(kC, UkC,)=8k.
Definisikan fungsi pelabelan simpul f :V(kC, UkC,)—{0,123,...16k -1}
sebagai berikut :
f(u)=4i0<i<k
f(v))=4i+2j-51<i<k, j=12
f(x)=4i+20<i<k
f(y))=8k+4i+2j—71<i<k, j=12
Fungsi  pelabelan  simpul f akan ~ menginduksi ~ pelabelan  busur
f": E(kC, ukC,)— {1,35,7,...16k —1} yang didefinisikanoleh

f"(uv)= f(u)+ f(v), sehingga didapatkan fungsi pelabelan busur sebagai
berikut :

f(Uvi,y)=8i+2j-10<i<k-1j=12
f°(vlu,)=8i+2j—-51<i<k, j=12
£ (xYi)=8k+8i+2j-10<i<k-1 j=12
f(y)x )=8k +8i+2j-51<i<k, j=12
Dapat ditunjukkan bahwa fungsi f memenuhi pemetaan injektif sedemikian

sehingga menginduksi fungsi f “yang bijektif. Akibatnya gabungan graf ular
kC, UkC, dengan k >1 adalah graf harmonis ganjil m

Contoh 1. Pada Gambar 3 dan Gambar 4 diberikan contoh pelabelan harmonis
ganjil pada gabungan graf ular 4C, U4C, dan gabungan graf ular 5C, U5C, .
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4AC, UAC,
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Gambar 4. Pelabelan harmonis ganjil pada gabungan graf ular 5C, U5C, .

d. Pelabelan harmonis ganjil pada graf ular berlipat
Berikut diberikan sifat yang menyatakan bahwa graf ular berlipat

kC4(r) dengan k>1 dan r>1 adalah graf harmonis ganjil, selanjutnya
diberikan beberapa contoh untuk memperjelas sifat tersebut.

Teorema3.Graf ular berlipat kC,(r) dengan k >1 dan r>1 adalah graf
harmonis ganjil.

Bukti. Misalkan kC4(r) adalah graf ular berlipat dengan k >1dan r >1.
Himpunan simpul dan himpunan busur dari kC,(r) dengan k >1dan r>1

adalah
V(kC,(r)=fulo<i<kjuivif<i<k, j=12}
u{w;'j|1§|<k1<s<r J_Lz}dan
E(kC,(r))={uvi0<i<k-1j=12jufufi<i<k, j=12|

uwio<i<k-11<s<r, J_LZ}

——

Cc C

{w;'jui|1sisk,lsssr,j=1,2}.
maka p =V (kC,(r))=2rk + 4k -1 dan q=|E(kC,(r))=4rk +4k.

Definisikan fun93| pelabelan simpul f :V(kC,(r))— {01,2,3,...8rk +8k —1}
sebagai berikut:
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f(u)=4i,0<i<k

f(v))=4i+2j-51<i<k,j=12

f(w'i)=8sk+4i+2j-5l<i<kl<s<r, j=12
Fungsi  pelabelan simpul f  akan menginduksi  pelabelan  busur
" E(kC,(r)) - {1,35,7,...8rk + 8k -1} yang didefinisikanoleh
f"(uv)= f(u)+ f(v), sehingga didapatkan fungsi pelabelan busur sebagai
berikut :

(Uviy)=8i+2j-10<i<k-1j=12

(viu,)=8i+2j-51<i<k, j=12
(Wi )=8sk +8i +2j-10<i<k-1l<s<r,j=12

p
i\
.

i

f*(wily, )=8sk +8i+2j-51<i<kl<s<r,j=12
Dapat ditunjukkan bahwa fungsi f memenuhi pemetaan injektif sedemikian
sehingga menginduksi fungsi f“yang bijektif. Akibatnya graf ular berlipat
kC4(r) dengan k >1dan r >1adalah graf harmonis ganjil m
Contoh 2. Pada Gambar 5 dan Gambar 6 diberikan contoh pelabelan
harmonis ganjil dari graf ular berlipat 6C,(2) dan graf ular berlipat 5C,(3).

97 101 105 109 113 117

99 103 107 111 115 119
Gambar 5. Pelabelan harmonis ganjil pada graf ular berlipat 604(2).
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123 127 131 135 139

Gambar 6. Pelabelan harmonis ganjil pada graf ular berlipat 5C, (3)

4. SIMPULAN
Pada makalah ini telah dikonstruksikan pelabelan harmonis ganjil

untukgabungan graf ular kC, UkC, dengan k >1dan graf ular berlipat
kC4(r) dengan k>1 dan r>1sedemikian sehingga gabungan graf ular
kC, UkC, dengan k >1dan graf ular berlipat kC,(r) dengan k >1 dan r>1
adalah graf harmonis ganjil. Saat ini penulis sedang memperluas kasus
tersebut untuk kelas graf yang lain yaitu gabungan graf ular berlipat
kC,(r)ukC,(r)dengan k>1dan r>1. Lebih lanjut karena pelabelan
harmonis ganjil masih relatif baru maka tidak menutup kemungkinan
penelitian ini dilanjutkan untuk mendapatkan pelabelan harmonis ganjil pada
kelas graf yang lain.
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